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КВАЗИЭНЕРГИЯ ТРЕХУРОВНЕВОЙ СИСТЕМЫ
С КВАДРУПОЛЬНЫМ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕМ
В ОСЦИЛЛИРУЮЩЕМ ВНЕШНЕМ ПОЛЕ

В работе предлагается вариант теории возмущений для расчета квазиэнергетических состояний системы, гамильтониан которой генерирует конечномерную алгебру Ли. Метод иллюстрируется на примере трехуровневой квадрупольной системы, находящейся в гармоническом внешнем поле. Обсуждаются особенности применения этого метода в случае быстро осциллирующего внешнего поля.

Как известно, квадрупольная тонкая структура оптических спектров и частоты в спектрах ядерного квадрупольного резонанса (ЯКР) определяются постоянной ядерного квадрупольного взаимодействия. Эта постоянная представляет собой ориентационную энергию электрического квадрупольного момента ядра в неоднородном электрическом поле, создаваемом всеми зарядами, кроме зарядового распределения данного ядра. Компоненты тензора градиента электрического поля (ГЭП), характеризующие степень неоднородности этого поля, весьма чувствительны по отношению к изменениям распределения зарядов, окружающих ядро. Именно поэтому измеряемые на опыте частоты ядерного квадрупольного резонанса и определяемые из них постоянные ядерной квадрупольной связи и параметры асимметрии представляют собой молекулярные характеристики, дающие важную информацию об электронной структуре вещества.

Основным объектом изучения в ЯКР является неэквидистантная многоуровневая система с набором собственных частот, для исследования которой активно используются импульсные методы. Для теоретического расчета отклика квадрупольной системы на импульсное воздействие необходимо исследовать поведение этой системы в переменном электромагнитном поле. Наиболее удобным и адекватным данной задаче является формализм квазиэнергетических состояний (КЭС), существенно использующий периодичность внешнего поля во времени [1]. Аппарат КЭС является непосредственным обобщением аппарата стационарных состояний и позволяет, в частности, сразу же указать спектры поглощения, излучения и рассеяния квантовой системы, помещенной в переменное поле.

Для системы, гамильтониан которой периодичен во времени с периодом T = 2( / (, уравнение Шредингера, согласно теореме Флоке [2], имеет частные решения вида:



, (k(t + T) = (k(t),



(1)

где характеристическое число Ek называется квазиэнергией [1] (здесь и далее положим (=1). Квазиэнергия определяется неоднозначно, с точностью до некоторого числа, кратного (. Для построения КЭС и нахождения квазиэнергетического спектра удобно использовать связь между КЭС и оператором эволюции. Квазиэнергетический спектр можно находить из уравнения на собственные значения и собственные функции однопериодного оператора эволюции (оператора монодромии) U(T):



.
(2)

При этом временная эволюция собственных функций оператора монодромии порождает КЭС, т.е.

Fk(t) = U(t)Fk(0),
(3)

где U(t) удовлетворяет уравнению



, U(0) = I.
(4)

При реализации данного подхода возникает система нелинейных дифференциальных уравнений с периодическими коэффициентами. В большинстве практически важных случаев эта система точно не решается и поэтому возникает необходимость разработки приближенных методов ее решения. В работе [3] рассматривается теория возмущений в составном гильбертовом пространстве 

, построенная по аналогии со стандартной теорией возмущений. В данной работе предложен вариант теории возмущений для расчета КЭС квадрупольной системы, гамильтониан которой генерирует конечномерную алгебру Ли. Суть метода излагается сначала в общем виде, а затем иллюстрируется на конкретном примере.

Итак, рассмотрим квантовую систему с периодически изменяющимся во времени гамильтонианом, генерирующим конечномерную алгебру Ли:



,
(5)

где {H1, ..., Hn} ( Ln. Известно, что если гамильтониан системы генерирует конечномерную алгебру Ли, то оператор эволюции этой системы с учетом (5) однозначно может быть представлен в виде



,
(6)

где комплекснозначные функции gj(t) находятся из уравнений Уэй-Нормана [4]:





 EMBED Equation.3  
.
(7)

Здесь используется общепринятое обозначение присоединенного оператора:

(adHk)Hj ( [Hk, Hj],
 (adHk)2Hj ( [Hk, [Hk, Hj]], ...
(8)

Система уравнений (7) точно решена только в небольшом числе простейших случаев, один из которых подробно рассмотрен в работе [5]. Как уже отмечалось, в большинстве практически важных задач эта система точно не решается и для нахождения ее решений необходимо использовать приближенные методы.

Положим, что на систему действует слабое возмущение и ее гамильтониан представим в виде:

H(t) = H0 + (H((t),
(9)

где ( – малый параметр, тогда разложение функций gj(t) в ряды по параметру ( –



(10)

– приводит к системе линейных дифференциальных уравнений для поправочных функций 

, позволяющих найти оператор эволюции. Диагонализация однопериодного оператора эволюции, найденного в некотором приближении, позволяет определить спектр квазиэнергий рассматриваемой системы в соответствующем приближении.

Продемонстрируем предлагаемый здесь подход на примере ядра со спином J = 1 и квадрупольным моментом Q, взаимодействующего с внешним стационарным неоднородным электрическим полем и периодически изменяющимся во времени магнитным полем. Гамильтониан такой системы выберем в виде:





,(11)

где 

, e2Qqzz – постоянная ядерного квадрупольного взаимодействия, ( = (qxx – qyy) / qzz – параметр асимметрии; ( – гиромагнитное отношение; Ix, Iy, Iz – операторы ядерного спина в системе главных осей тензора ГЭП с компонентами qxx, qyy, qzz; ( и ( – углы, определяющие направление магнитного поля напряженности H.

Удобно выразить гамильтониан в терминах операторов фиктивного спина – 

:



, 

,


,


, 

,


,
(12)
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,


,

а затем перейти от операторов 

 к операторам T(, Tz, U(, V(, Y, генерирующим алгебру SU3:


, 

,


, 

,
(13)


, 

,


, 

. 

Тогда гамильтониан системы можно записать в следующем виде:

H(t) = (pTz + (sY + ( cos((t)[(x(T+ + T–) +
+ i(y(U+ – U–) + (z(V+ + V–)],
(14)

где

(s = 

((q – (r), (p = (E+ – E0),
(q = (E0 – E–), (r = (E– – E+),
(x = (H sin( cos(,
(15)
(y = (H sin( sin(, (z = (H cos(,
E+ = K(1 + (), E0 = –2K, E– = K(1 – ().

Если внешнее гармоническое магнитное поле направлено вдоль одной из главных осей тензора ГЭП, например вдоль оси z, то уравнение для оператора эволюции имеет вид:






.(16)

Оператор эволюции с учетом (6) запишем в виде:



,
(17)

где функции a(t), b(t), c(t) и d(t) удовлетворяют следующей системе уравнений:



,


,
(18)


,


.

Представим далее функции a(t), b(t), c(t) и d(t) в виде рядов (10) и решаем систему (18) в каждом порядке по параметру (. В результате с учетом начальных условий находим:



,
(19)

где, например, при t = T


, 

,


,


,
(20)


,


.

Подстановка (20) в (19) позволяет записать оператор эволюции U(T) в виде:



,
(21)

где



,


,
(22)





 

Далее решаем задачу на собственные значения вида (2) для однопериодного оператора эволюции. Ограничимся при этом вторым порядком теории возмущений. В качестве базисной системы функций удобно выбрать собственные функции гамильтониана невозмущенной задачи:



,
(23)

что приводит в нашем примере к выражениям вида:



, 
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, 

,
(24)


, 

. 

В рамках выбранного базиса собственную функцию Fi(0) и квазиэнергию Ei задачи (2) удобно искать в виде:



, 

,


, 

, k = 1, 2, 3.
(25)

Подстановка разложений (25) в (2) и учет (21)-(23) позволяет окончательно получить квазиэнергии Ei и коэффициенты ai,k с точностью до второго порядка теории возмущений включительно:



, 

,



(26)

и



,


,


,
(27)


.

Известно [6], что для квазиэнергий должно выполняться соотношение



, (mod (),
(28)

где H(t) – гамильтониан системы в матричной форме. Прямой подстановкой (11) и (26) в (28) убеждаемся, что для найденных квазиэнергий соотношение (28) выполняется. Кроме того, добавим, что данный подход тестировался на двухуровневой системе и полученные поправки к квазиэнергии совпадают с аналогичными поправками стандартной формы теории возмущений.

Заметим, что предложенный подход может использоваться для вычисления откликов квадрупольной системы на действие периодического возмущения при наличии частотных расстроек относительно облучаемых переходов.

В ряде практически важных задач необходимо исследовать поведение квадрупольной системы в быстро осциллирующем внешнем поле. Оказывается, в этом случае также применим аппарат КЭС. В отличие от вышерассмотренного случая в дальнейшем будем предполагать, что частота внешнего поля – ( >> (0, где (0 – характерные частоты невозмущенной системы, имеющие порядок величины расстояний между близкими по энергии стационарными состояниями.

Уравнение Шредингера рассматриваемой задачи запишем в виде:



,
(29)

где 

,



, ( – спиновая переменная. Согласно [7], представим волновую функцию в виде 

 и выберем (((,t) из условия



.
(30)

В результате решения этого уравнения получаем функцию (((,t), зависящую от времени, параметров задачи и произвольных постоянных:




.
(31)

Подставляя функцию (((,t) в исходное уравнение и усредняя его по периоду быстрых осцилляций, для функции f(() получаем уравнение вида:



,
(32)

где 

. Исключение быстро осциллирующих членов в операторе Heff и его эрмитовость обеспечиваются соответствующим выбором постоянных интегрирования в функции (((,t), а именно: C7 = C8 = C9 = C2 = 0, C1 = –C3. В результате проведения данной процедуры получаем эффективный гамильтониан:



,
(33)

спектр которого имеет вид:




,



,
(34)


, 

где 

 – функция Бесселя нулевого порядка. В статье [6] для изучения двухуровневой системы в гармоническом внешнем поле используется формализм, который связывает решение уравнения Шредингера с периодическим по времени гамильтонианом с решением уравнения Шредингера с не зависящим от времени гамильтонианом, представляемым бесконечной матрицей. Объединенный с теорией возмущения, этот подход иллюстрируется на примере двухуровневой системы в быстро осциллирующем внешнем поле. Предлагаемый в нашей работе подход тестировался на двухуровневой системе, и полученные результаты хорошо согласуются с результатами, полученными в [6]. Следует также отметить, что в рамках нашего подхода можно рассматривать частоты, удовлетворяющие условию ( >> 2(H ((H – ларморова частота прецессии). В этом случае, используя соотношение 

, а также первоначальный выбор постоянных интегрирования, можно получить следующий квазиэнергетический спектр:



,


,
(35)


, 

где 

 – полный нормальный эллиптический интеграл Лежандра второго рода.

Как уже было отмечено, данный подход может использоваться для вычисления откликов квадрупольной системы на действие многоимпульсной последовательности. Кроме того, он может оказаться полезным при изучении влияния внутренних движений решетки на параметры спектров ЯКР, поскольку, например, частоты крутильных колебаний молекул или групп атомов в кристаллах значительно больше частот ЯКР.
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