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Наука КГУ – региону

В.С. Малаховский

ПРОСТРАНСТВЕННАЯ МОДЕЛЬ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ,
ПОРОЖДЕННАЯ ПОДМНОЖЕСТВАМИ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ

Введение

Простые числа по праву являются основными «кирпичиками» величественного здания «Математика». С древнейших времен они привлекали к себе внимание выдающихся математиков мира: Евклид, П. Ферма, Р. Декарт, Л. Эйлер, К.Ф. Гаусс, Л. Дирихле, П.Л. Чебышев, И.М. Виноградов и др. Их усилиями удалось вскрыть глубокие закономерности в структуре множества Р простых чисел [1, 4]. Многие энтузиасты еще в первой половине ХХ в. без калькуляторов и компьютеров составили таблицы всех простых чисел, большие из которых превышали миллион. Особенно следует отметить двух из них – американца Дэррика Нормана Лемера, опубликовавшего в 1914 году таблицу простых чисел от двух до 10006721 [5], и нашего соотечественника, замечательного педагога-матема​тика из г. Кувшинова Тверской (Калинин​ской) области Василия Антоновича Голубева, составившего в 1940 г. таблицу всех простых чисел 107<p<1,5(107, определившего число простых пар близнецов в пределах до 8 миллионов (48618) и число простых четверок близнецов в пределах до 15 миллионов (1209) [3].

Однако множество Р простых чисел до сих пор таит в себе немало тайн и не раскрывает полностью структуру своего строения.

В данной работе осуществлено построение пространственной модели натуральных чисел путем сопоставления каждому натуральному числу n единственной точки трехмерного координатного пространства, расположенной в первом октанте или на его гранях.

Координаты числа n(N определяются подмножествами попарно различных простых чисел, однозначно определяемых этим числом.

Для множества P простых чисел сформулированы теоремы о частичной периодичности, доказанные в [2]. Рассмотрены подмножества простых палиндромов и квазипалиндромов.

(1. Натуральные числа – пролонгируемые и непролонгируемые

Определение 1.1. Натуральное число n(N называется пролонгируемым (непро​лонгируемым), если среди четырех чисел


10n+1, 10n+3, 10n+7, 10n+9
(1.1)

есть хотя бы одно простое (все четыре числа – составные).

Для n<100 существует только семь непролонгируемых чисел: 20, 32, 51, 53, 62, 84, 89.

Определение 1.2. Натуральное число n(N называется сильно пролонгируемым, если каждое из чисел (1.1) – простое.

Для n<104 существует только 37 сильно пролонгируемых чисел:

1, 10, 19, 82, 148, 187, 208, 325,
346, 565, 943, 1300, 1564, 1573,
1606, 1804, 1891, 1942, 2101,

2227, 2530, 3172, 3484, 4378,
(1.2)
5134, 5533, 6298, 6721, 6949,
7222, 7726, 7969, 8104, 8272,
8881, 9784, 9913.

Каждое сильно пролонгируемое число порождает четверку простых чисел-близне​цов (1.1).

Определение 1.3. Натуральное число n(N называется дважды (трижды) непролонгируемым, если каждое из чисел (1.1) и чисел

10((10n+i)+j,    i, j=1,3,7,9



(1.3)

- составное (непролонгируемое).

Для n(30000 существует всего 474 дважды непролонгируемых натуральных чисел, из которых только 52 – простые.

Среди первого миллиона натуральных чисел имеется только четыре трижды непролонгируемых:


487856, 694103, 771084, 836254.



(1.4)

(2. Деревья пролонгируемых натуральных чисел

Обозначим через Н1 множество однозначных нечетных чисел, кроме 5:


Н1={1,3,7,9}




(2.1)

Любое простое число р>2 имеет последней цифрой одно из чисел множества Н1.

Определение 2.1. Последовательность {р1, р2, ..., рk} простых чисел называется непрерывной индекса k, если


рm+1=10рm+hm,    hm(H1 (m=

),


(2.2)

а число pk – непролонгируемо.

Обозначим такую последовательность символом


р1({h1, h2, ..., hk-1}.



(2.3)

Например, {3,31,311,3119,31193} – непрерывная последовательность индекса 5 – запишется в виде: 3({1,1,9,3}.

С первым членом р1<107 максимальный индекс 12 имеет только одна непрерывная последовательность


1457011({7,3,9,9,9,3,9,9,3,9,3},



(2.4)

а с первым членом р1<107 существуют только 5 непрерывных последовательностей индекса 11:

409 ( {9,3,3,9,1,9,3,9,3,9},
68041 ( {7,3,9,3,9,3,9,3,9,3},


1890373 ( {3,3,3,9,3,1,9,3,9,3},



(2.5)

1890373 ( {3,3,3,9,3,1,9,3,9,9},
8402963 ( {3,3,9,9,9,3,9,3,9,3},

причем 3-я и 4-я отличаются друг от друга только последней цифрой у последнего числа этих последовательностей.

Каждое пролонгируемое натуральное число n однозначно определяет одну или несколько непрерывных последовательностей попарно различных простых чисел, образующих в совокупности «дерево» натурального числа n.
Например, деревья натуральных чисел 12, 14, 15 имеют вид:


Здесь символом * обозначен конец соответствующей непрерывной последовательности простых чисел, т.е. отмечены непролонгируемые простые числа.

В [2] на с. 25-32 дана компьютерная распечатка деревьев всех пролонгируемых натуральных чисел из первой сотни.

Анализируя деревья этих чисел, замечаем, что максимальное число ветвей (24 ветви) имеет единица – пифигорейское «бо​жество». Затем следуют: 10 (21 ветвь) – символ вечности, 19 (15 ветвей) – метоновский цикл Луны, 82 (13 ветвей), 6 (12 ветвей) – число «души» у пифагорейцев, 40 (11 ветвей) – отлет «души» у православных, 7, 60 (9 ветвей), 3, 49, 100 (8 ветвей).

(3. Пространственная модель натуральных чисел

Деревья натуральных чисел позволяют естественным образом ввести для каждого натурального числа n три неотрицательные целочисленные координаты и построить его образ – точку в первом октанте координатного пространства или на его гранях.

Определение 3.1. Индексом пролонгируемого натурального числа n называется максимальный индекс непрерывных последовательностей простых чисел, порождаемых этим числом. Индекс непролонгируемого составного (простого) числа по определению равен нулю (единице).

Обозначим через in индекс натурального числа n (от лат. «index»). Среди первой сотни натуральных чисел максимальный индекс 11 имеет только 40, затем следуют: 10,82 (индекс 10), 1,19 (индекс 9), 2,3, 5,7 (индекс 8).

Определение 3.2. Степенью разветвленности пролонгируемого натурального числа n называется число непрерывных последовательностей простых чисел, порождаемых этим числом. Степень разветвленности непролонгируемого натурального числа по определению равна нулю.

Обозначим через bn степень разветвленности числа n (от англ. «branch» – ветвь).

Определение 3.3. Суммарным индексом пролонгируемого числа n называется число попарно различных чисел, содержащихся во всех непрерывных последовательностях, определяемых этим числом.

Суммарный индекс непролонгируемого составного (простого) числа по определению равен нулю (единице).

Обозначим через sn суммарный индекс числа n. Таким образом, всякому натуральному числу n однозначно соответствует упорядоченная тройка целых неотрицательных чисел in, bn, sn. Эту тройку чисел назовем координатами натурального числа n:


n ( (in, bn,sn).





(3.1)

Следовательно, каждому натуральному числу n соответствует единственная точка (in, bn, sn), лежащая в первом октанте координатного пространства или на его гранях. Назовем ее точкой числа n.

Одна и та же точка (in, bn, sn) является образом бесконечного числа натуральных чисел. Точкой любого непролонгируемого составного (простого) числа является начало (0,0,0) (точка (1,0,1).

Обозначим через ((n) число попарно различных точек всех натуральных чисел, не больших n. Используя компьютер, находим:

((1000)=154, ((10000)=267,

((50000)=339, ((100000)=369,
(3.2)
((150000)=386, ((200000)=399, ((250000)=408, ((300000)=414.

Следовательно, отношение 

 достаточно быстро убывает с возрастанием n. Ограничиваясь для 

 точностью до четырех знаков после запятой, находим:

n
1000
10000
50000
100000
150000
200000
250000
300000




0,154
0,0267
0,0068
0,0037
0,0026
0,0020
0,0016
0,0014

Анализируя эту таблицу, можно сформулировать следующую гипотезу:

Гипотеза 1:




=0.





(3.4)

Анализируя компьютерную пространственную модель первых 300 тысяч натуральных чисел (см. приложение), убеждаемся, что лишь отдельные точки удалены от начала координат на (>25, причем все образы расположены в окрестности пространственной кривой, исходящей из начала и заканчивающейся в точке (9, 24, 63) – образе единицы. Эта точка удалена от начала координат на максимальное расстояние:


((1)=

 (68,0147.



(3.5)

Имеем:

((10)=

, ((19)= 

,

((82)= 

, ((6)= 

,
(3.6)
((40)= 

, ((7)= 

,
((60)= 

, ((100)= 

.

Используя компьютер, убеждаемся, что из образов первых трехсот тысяч натуральных чисел образы только 45 чисел лежат вне сферы радиуса (=25 с центром в начале координат, располагаясь в 38 различных точках, 20 из которых – образы чисел

1, 2, 3, 4, 6, 7, 10, 19, 40, 54, 60, 82,

100, 103, 213, 238, 369, 409, 451, 607.
(3.7)

Можно высказать предположение, что образы всех натуральных чисел расположены внутри сферы радиуса ((1)= 

 или на ее поверхности. Учитывая, что координаты in, bn, sn – целые числа, сформулируем следующую гипотезу

Гипотеза 2. Множество попарно различных образов всех натуральных чисел n(N конечно, причем их число m меньше объема прямого кругового конуса высоты Н= ((1) и радиуса основания R= ((1), т.е.

m<1/3((((1))3=1542(

(329486.


 (3.6)

Учитывая, что даже ((300000)=414, можно предположить, что число m значительно меньше указанной границы.

(4. Теоремы о частичной периодичности

При исследовании множества Р простых чисел основное внимание обращалось на установление критериев простоты, асимптотического закона распределения и решение знаменитой проблемы Гольдбаха-Эйлера о предоставлении любого натурального числа n в виде суммы трех (а для четного числа – двух) натуральных чисел.

Вопросам же периодичности в структуре множества Р не уделялось должного внимания из-за твердого убеждения в том, что ее просто не существует.

Рассматривая любую таблицу простых чисел, мы видим, что известные каждому школьнику простые числа из первой сотни натуральных чисел встречаются в виде последних двух цифр на протяжении всей таблицы. Возникает предположение о существовании периодичности таких встреч.

Обозначим через D0 множество всех простых чисел, больших 7, но меньших 102, а через Ck (k=1,2) – множество простых чисел, больших 100k, но меньших 100(k+1). В [2] (с. 17-18) доказаны следующие теоремы.

Теорема 4.1. Последние две цифры любого простого числа 

 такого, что


2100n<

<100+2100n



(4.1)

образуют двузначное число из D0 или совпадают с двумя последними цифрами простого числа 101( D0.

Теорема 4.2. Последние три цифры любого простого числа 

 (k=1,2) такого, что


3003000n+100<

<3003000n+200,

51051000n+200<

<51051000+300,

образует трехзначное простое число из множества Сk.

Например,
{

}={210011,210019,210031,
210037,210053,210071,210097}
{

}={3003113,3003131,3003149,3003157,
3003167,3003173,3003181,3003191},


 (4.3)
{

}={102102229,102102239,
102102241,102102269}.

По-видимому, не существует периодичности повторения простых чисел с последними конкретными двумя (тремя) цифрами, составляющими простое число из первой (второй или третьей) сотни.

Представляет интерес нахождение функций f(x) целочисленного аргумента х, последовательные значения которых на конечном промежутке х([m1,m2] (m1,m2(Z ( m1<m2) давали бы такие простые числа. Например, рассматривая полиномы вида


100ахn+p,




(4.4)

где 1(а(100, 1(n100, 5<р<100(p(P, убеждаемся (используя компьютер), что только один полином


300х3+11

при изменении х=

 дает десять простых чисел, оканчивающихся на 11:

11, 311, 2411, 8111, 19211, 37511,

64811, 102911, 153611, 218711.



(4.5)

Только два многочлена


6300х10+17, 1800х3+79




(4.6)

определяют при х=

 восемь простых чисел, оканчивающихся на свободный член каждого многочлена. А для х=

 таких многочленов – десять:

6600х3+7, 1800х3+23,
200х4+29, 3200х4+29,

3800х12+47, 1200х4+59,



    (4.7)
2600х4+59, 9300х3+71,
300х2+89, 1500х3+97. 

(5. Простые палиндромы и квазипалиндромы

Палиндромы – это натуральные числа, не изменяющиеся от направления их прочтения «слева направо» или «справа налево».

Среди первых ста миллионов натуральных чисел существует всего 781 простой палиндром (см. [2], табл. 1.1), из них только число 11 имеет четное число цифр.

Теорема 5.1. Не существует простых палиндромов р(11 с четным числом цифр.

Доказательство. Так как двузначным простым палиндромом является только 11, то рассмотрим произвольный палиндром с числом цифр 2n+2, n(N. Он имеет вид:

m=

 =

= bn(102n+1+1)+10bn-1(102n-1+1)+
(5.1)
+...+10n-1b1(103+1)+10nb011.

Каждое из чисел 102n+1-k+1 (k=0,2,4,...,2n) образовано двумя единицами, окаймляющими четное число нулей. Значит, оно кратно 11. Следовательно, произвольный палиндром m с четным числом цифр, большим двух, является составным числом.

Среди простых палиндромов особый интерес представляют простые репьюниты – числа, составленные только из единиц.

К 1985 г. было доказано, что существует всего пять простых репьюнитов с числом единиц, меньшим 1032. Число единиц в них соответственно равно

2, 19, 23, 317, 1031.




(5.2)

Определение 5.1. Квазипалиндромом называется простое число p, остающееся простым при перестановке, повторяемой любое число раз, первой цифры на последнее место.

В [2] показано (с. 13-15), что среди первых десяти миллионов натуральных чисел существует только 51 простой квазипалиндром, из которых только 15 – неродственные, т.е. не получающиеся один из другого перестановками первой цифры на последнее место. Записывая в круглых скобках пространственные координаты этих неродственных квазипалиндромов, получим:

11(2,1,2); 13(7,6,15); 17(4,2,5);
37(7,5,14); 79(2,1,2); 113(1,0,1),

197(8,3,11); 199(6,9,20); 37(4,2,6);
(5.3)
1193(2,2,3); 3779(3,1,3); 11939(1,0,1); 19937(2,2,3); 193939(2,1,2); 199933(3,2,4).

Образы этих квазипалиндромов – 11 попарно различных точек, удаленных от начала на расстояние (<23.

___________________
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КОМПЬЮТЕРНАЯ ПРОСТРАНСТВЕННАЯ

МОДЕЛЬ ПЕРВЫХ 300 ТЫСЯЧ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ
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